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Resume. On decrit la suite spectrale de Bockstein issue du complexe de de 
Rham sur les entiers. L'isomorphisme de Cartier intervient comme un endomor- 
phisme du complexe de de Rham modulo p qui identifie les pages successives 
de la suite spectrale de Bockstein. On en deduit la cohomologie de de Rham 
entiere des espaces affines. 



Pour un anneau commutatif A, on note Q A le module des formes differentielles 
absolues de degre 1 de A, et on note Q* A = A* A (Q A ) son algebre exterieure sur A. 
Dans l'anneau gradue fl* A , on definit de la maniere usuelle une derivation d de 
degre 1 et de carre nul. On obtient ainsi le complexe de de Rham de A. Cette note 
etudie le cas elementaire ou l'anneau A est un anneau de polynomes a coefficients 
entiers, la differentielle d etant alors donnee par la derivation des polynomes. Afin 
de mettre en exergue les proprietes de naturalite, on considere l'anneau A comme 
l'algebre symetrique sur un groupe abelien libre de rang fini L, graduee par le 
degre polynomial : 

A = S*(L) = Q)S d (L) 

d>0 

(S d (L) est forme des orbites de L® d sous Taction de permutation des d facteurs). 
Designant par A l (L) la z-ieme puissance exterieure du groupe abelien L, on a : 
Q A = A ® A?L. Posant : 

{n\) n = s n -\L)®k\L) = : , 

on voit que le complexe de de Rham est lui-meme gradue. Les proprietes de 
naturalite de sa differentielle d permettent de le considerer comme un complexe 
de foncteurs de L. On oublie done la mention du groupe abelien libre L, et la 
notation f2* designe dans la suite le complexe de foncteurs donne par le complexe 
de de Rham en degre total n : 

K : S n S n - X ® A 1 ■ ■ ■ S n - { (8) A* ^ A™ • • • . 

On note H*(fi*) le groupe de cohomologie correspondant (e'est un foncteur de 
L). 
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Le fait que la cohomologie de de Rham de l'espace affine ainsi definie soit non 
nulle est un phenomene bien connu, etudie dans une note de Pierre Cartier |Tj. Ce 
phenomene est a la base de travaux sur la suite spectrale de Hodge vers de Rham 
[2|. II permet aussi d'effectuer efficacement des calculs de cohomologie des fonc- 
teurs [3j. Ces travaux omettent pourtant de signaler le calcul de la cohomologie 
de de Rham dans le cas des entiers, ce qui donne pretexte a cette note. 

Proposition 1. La cohomologie de de Rham de degre total n est un groupe fini 
annule par n. 

Demonstration. L'algebre graduee Q* est aussi muni d'une differentielle de Koszul 
k, qui est une derivation naturelle envoyant les polynomes sur 0, et une forme 
differentielle de degre 1, dx, sur le polynome x. Elle est liee a la differentielle de 
de Rham d par la formule d'Euler : dn + nd = n. Le resultat en decoule. 

Puisque la cohomologie de de Rham est un groupe de torsion, elle est determi- 
mee, en tant que groupe abelien, par la suite spectrale de Bockstein du complexe 
de de Rham pour chaque nombre premier p. Soit p un nombre premier. Pour 
obtenir la suite spectrale de Bockstein, on considere la suite exacte courte de 
complexes : 

o -> n* -> n* n ^n* n ® z/ P z o , 

induite par la multiplication par p. Elle engendre un couple exact 

H(0*) P - ^ H(Q;) 

a 

dont les couples derives fournissent les pages successives de la suite spectrale de 
Bockstein. 

Choisissons une base de fl\. Le remplacement des variables par leur puissance 
p-ieme permet de definir un morphisme de complexes F (non naturel), qui envoie 
x sur x p et dx sur px v ~ x dx. On l'appellera Frobenius. 

Proposition 2. Soit p un nombre premier. Le Frobenius induit une application 
naturelle : 

f* ■ h*(j$) w (n; n ) . 

On definit aussi un endomorphisme de l'algebre f2 (non naturel) qui envoie 
x sur x p et dx sur x v ~ x dx. II definit un morphisme d'algebres C _1 , naturel, de 
Q ® Z/p vers H(fi* ® Z/p), qui est un isomorphisme [I]. C'est son isomorphisme 
reciproque que Ton appelle isomorphisme de Cartier. 

Theoreme 3. Soitp un nombre premier. La suite spectrale de Bockstein du com- 
plexe de de Rham est stationnaire, chaque page s'identifiant, par V isomorphisme 
de Cartier, au complexe de de Rham sur le corps a p elements. 




COHOMOLOGIE DE DE RHAM ENTIERE 



3 



Demonstration. La differentielle d\ de la premiere page s'obtient en composant 
le connectant d et la reduction mod. p. Pour l'identifier, un calcul en bas degre 
suffit. Alternativement, on peut s'aider d'une base de fl\ pour effectuer le calcul 
suivant. Considerons une forme u = Pdx\ . . . dxi dans fl\ et notons la reduction 
mod. p par une barre. Par definition, C^ioJ) est la classe de cohomologie de la 
reduction mod. p de ^jsr. On a done : 



da 



d[ 



F(lu) JF(uj) 



p 



p 



dont la reduction mod. p n'est autre que C _1 ((itJ). La premiere page de la suite 
spectrale de Bockstein est done le complexe de de Rham modulo p. 
Pour les autres pages, on a le resultat suivant : 

Proposition 4. Le Frobenius induit un morphisme du couple exact de Bockstein 
sur son couple derive : 




E(tt* 




Le morphisme B.(fl*/pQ*) 
phisme C^ 1 : Q n (g) Z/pZ 



■ Ex — > Ei est un isomorphisme induit par Visomor- 

H(fi;„®z/ P z). 



La seule chose qui merite une verification est que l'image de F* est divisible par 
p. Prenons done un cocycle ui dans fl n . Comme nui est un cobord (proposition 



HJ, e'est aussi le cas de F{nu). II en resulte que 



F(nw) 
np 



est un cocycle de fl 



np- 



Theoreme 5. Le Frobenius F* est un isomorphisme de la composante p-primaire 
de H 4 (f2*) sur la composante p-primaire de pfP(f2* n ). 

En effet, le diagramme ci-dessus est un morphisme de suites exactes longues. La 
suite exacte des noyaux dit que la multiplication par p est un isomorphisme du 
noyau de sur lui-meme. Comme ce noyau est un groupe fini, le resultat en 
decoule. 



En fait, la connaissance de la suite spectrale de Bockstein permet le calcul 
suivant : 
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Theoreme 6. Soit p un nombre premier, he terme p fc_1 H*(f2*)/p fc H l (f2*) du 
gradue de la filtration p-adique de la cohomologie de de Rham de degre total n est 
naturellement isomorphe aux cocycles dans ^ n / pfc <8> Z/pZ ; si i > et < k < 
v p (n), et il est nul sinon. 

Ce resultat se demontre par une double recurrence descendante sur k et i, en 
utilisant les suites exactes : 

-> p^rP^V/H^O*) -> £* — ^^ff+^n*) 

et l'identification de la page avec le complexe de de Rham 

Ek = fl n /pk ® Z/pZ , < fc < v p {n) . 

Exemple. En degre total 4, la cohomologie de de Rham est nulle sauf en degre 
cohomologique 1 et 2. Le theoreme precedent donne : H 2 (f2 4 ) = A 2 /2 comme 
foncteur de L. Le terme H 1 est plus interessant. Modulo 2, il est egal au Z/2Z- 
vectoriel des cocycles dans ® Z/2Z, qui n'est autre que la seconde puissance 
divisee T 2 modulo 2. On a done une extension de foncteurs : 

-> 5 x /2 -> H 1 ^) T 2 /2 -> 

qui fait apparaitre H 1 (f2 4 ) comme une variante des vecteurs de Witt de longueur 
2. En fait, cette extension represente la seule classe d'extensions de foncteurs non 
scindee entre T 2 /2 et S 1 /2 [3, paragraphe 9.3]. 
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Abstract. The Cartier isomorphism allows a nice description of the Bock- 
stein spectral sequence of the de Rham complex over the integers. It is used 
to compute the integral de Rham cohomology of affine spaces. 

For a finite rank free abelian group L, let S^(L) and A l (L) respectively denote 
the j-th symmetric and i-th exterior power of L. The de Rham complex in total 
degree n is the complex: 

K : S n S^ 1 ® A 1 — • • • S n ~ l ® A' -1+ ^ A n — • • • 

whose differential d is the derivative of polynomials. The purpose of this note is 
to describe its cohomology. 

Proposition. Every de Rham cohomology class in total degree n is annihilated 
by n. 

One way to prove that the de Rham cohomology of the affine space over a char- 
acteristic zero field cancels is to use the Koszul differential k as a contracting 
homotopy. Over the integers, the formula dn + nd = n only gives the above 
proposition. 

The de Rham cohomology being a finite torsion group, we determine it by 
computing the Bockstein spectral sequence of the de Rham complex at each 
prime. 

Proposition. Let p be a prime. The Frobenius map induces a morphism 
from the Bockstein exact couple to its derived couple. The map E\ — > F/2 is an 
isomorphism, which is induced by the Cartier isomorphism C~ l : Vt n ® Z/pZ — > 
H(f2* n (g)Z/£>Z). The map F* : H*(f2*) — > pW(Q* n ) yields an isomorphism between 
the p-primary parts. 

It is amusing to note that the Bockstein spectral sequence is stationary but it 
is not trivial: 

Theorem. Each page of the Bockstein spectral sequence of the de Rham complex 
is isomorphic to the de Rham complex over the prime field. 

Theorem. Let p be a prime. The de Rham cohomology in total degree n has a 
p-adic filtration whose factor p fc-1 tP(Q*) /p fe H l (Jl*) is naturally isomorphic to the 
cocycles in fl\ k ® Z/pZ, if i > and < k < v p {n), and else it vanishes. 
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